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TEMA 2: APLICACIONES LINEALES

1 Aplicacion Lineal u Homomorfismo

Definicién 1.1. Sean Vy W e.v. sobre IK, una aplicacién f : V — W se dice que es una Aplicacién Lineal
(a.l.) u Homomorfismo si y sélo si f(aZ + ) = af(Z) + B8f(y) VZ,geV, Va,feK

EPIMORFISMO: es una a.l. u homomorfismo suprayectivo.
MONOMORFISMO: es una a.l. inyectiva.

ISOMORFISMO: es una a.l. biyectiva.

ENDOMORFISMO: es una a.l. de un espacio vectorial en si mismo.

AUTOMORFISMO: es una a.l. de un e.v. en si mismo biyectiva (endomorfismo biyectivo).

Ejemplo 1.2.

e Las aplicaciones f : R> — IR? tal que f(z,y) = a(z,y) = (az,ay) (homotecia) y f(z,y) = (z,—y)

(simetria respecto del eje x) son aplicaciones lineales.

-1
e f: R* - IR® tal que f(z,y) = (v — y,2z,—x + 3y) = 2 0 ( “ ) es una aplicacién lineal.
-1 3 Y
——

A

T
Ademds, podemos escribir f(z,y) = A ( ) y se llamard aplicacién lineal u homomorfismo asociado a

=x—y
la matriz A. También se puede escribir en forma de ecuacién, y =2z
2= —x+ 3y
a1 ... Qip T
En general, dada la matriz A= | ............... , [+ R" — IR™ tal que f(z1,...,2,)=A
Am1 -+ Qmn T

es la aplicacién lineal asociada a la matriz A. En forma de ecuacién nos queda

Y1 = 01121+ + Q1pTp Y1 T

Ym = Qm1T1 + -+ CGmnTn Ym T

e Sea V un espacio vectorial y V = S@T = Vi € V,¥ = §+tcon §e€ Syt e T, las aplicaciones
pp: V. — V ypy: V — V llamadas proyecciones sobre S y T respectivamente, son
i = F i = ot
homomorfismos. Por ejemplo, si tomamos IR*> = S @ T con S = {(z,y)/z =y} y T = {(z,y)/y = 0}
tenemos la siguiente descomposicién de un vector de IR? como un vector de S més un vector de T

(z,y) = (y,y) + (x — y,0). Asi las proyecciones sobre S y T nos quedan,

f: R* —  IR? y  fo: IR* — IR?

0 1 T 1 -1 T
(z,y) (y,y)—<0 1)(;,) (x,y) = (w—y,O)—<0 0><y

)
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e La siguiente aplicaciéon  f: Mazo(R) — R NO es una aplicacién lineal ya que
A —  det(A)

0 1 00 0 1 00
det + = —1 vy sin embargo det + det =0
0 0 10 00 10

Es decir, no cumple que el determinante de la suma sea la suma de los determinantes.

e Veamos un ejemplo de NO aplicacién. En R? tomamos 7 = {(z,y,2)/y =0} y 7’ = {(x,y,2)/2 = 0} se
verifica que R3 = 7 + 7/ pero 7 N1’ # {(0,0,0)} (es decir, no son suma directa). Las proyecciones sobre

7y © NO son aplicaciones ya que por ejemplo

1 1 ~(1,1,1) =(,0,1) 6 (1,0,1) = p, No aplic.
(171a1):(77071)4_(771’0):(17071)+(071’0)$ p( ) (21 )O< ) Y o
2 2 en en prr(1,1,1) = (5,1,0) 6 (0,1,0) = pr No aplic.

en en’ 3
Propiedades 1.3. Sean Vy We.v. y f: V — W una a.l. u homomorfismo. Se verifica:

o f(0) =0; f(-Z)=-f(&) VEeV.

e SiSsv. de V= f{(S)s.v. de W.

o ACV; f(L(A)) = L(f(A)). En consecuencia, si A es s.g. del s.v. S = f(A) es s.g. del s.v. {(8S).

¢ SiSsv.de W= f1S)sv.de V. (YS={TeV/f(@)eS})

Definicién 1.4. Sean Vy Wew. y f: V — W una a.l. u homomorfismo. Definimos
Imf={f(Z) e W/FeV}=£V) (Imagende f) = Imf ess.v. de W

kerf ={Z e V/f(#) =0 =f1({0}) (Nicleo de f) = kerf es s.v. de V

Observacién: Si B={¢},...,é,} es base de V= Imf=L{f(€1),..., f(€,)} (Nota: Es suficiente con B s.g.)
Teorema 1.5. Sean Vy Wew. y f:V — W una a.l. Se verifica

a) fsuprayectiva <= Imf =W  (f suprayectiva siy sélo si Vi € W, 3% € V tal que f(Z) =5 6 f(V)=W)
b) finyectiva <= kerf = {0} (f inyectiva si y s6lo si VZ,j € V, & # § se verifica f(Z) # (7))

Demostracion:
a) Trivial por definicién de aplicacién suprayectiva y porque Imf=f(V).
b) (=) Sea & €kerf = f(F) =0y como f(0) =0y f inyectiva = Z =0 = kerf={0}
(<) Sean 7,7 € V tal que f(Z) = f(§) = f(Z—§) = f(@) —f(f) =0 =>F—jEkerf = T—§=0= 7=

Luego f es inyectiva.

<

Ejemplo 1.6. Sea A € M,.n(IR) y sea f: IR — IR™ la aplicacién lineal asociada a la matriz A, es decir,
T1 1 0

flay,...,x,) = A . Para calcular kerf planteamos el sistema homogéneo A = y lo
Tn Ty 0

resolvemos. Para calcular Imf, las columnas de A forman un sistema de generadores de Imf (ya que f (Ban)

s.g. de Imf y f(0,..., i, ...,0) = columna i-ésima de A).
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1. f:R* — IR® tal que f(z,y) = (z 4y, o —y,2x + 3y) =

N ==
w|>—l
—
/
< 8
N~

1 1 z+y=0
kerf: 1 -1 (x)_ 0| =< 2—y=0 =2=0,y=0= kerf ={(0,0)} = f inyectiva
2 3 Y 0 20 +3y=0
Imf=L{f(1,0) = (1,1,2), f(0,1) = (1,-1,3)} = dimImf < 3 = f No suprayectiva
2. Sea la aplicacién lineal f : R — R* de ecuaciones:
yl =T + 21‘3
Y2 = —%1 — T2 — X3
Y3 = 222 — 33

Yg =21 — X3

a) Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de kerf e imf.

1+ 2x3 =0
i — o —xa =0 Ecs. Implicitas
kerf.{ 1Tt P —  kerf = {(0,0,0)}
2x9 — 323 =0 de kerf
1 —x23=0
£(1,0,0) £(0,1,0) £(0,0,1)
1 0 2 n 1 0 2
-1 -1 -1 Yo -1 -1 -1 Ecs. Param.
M(f, BC7 BC) = > = /\1 +)\2 +)\3
0o 2 -3 Y3 0 2 -3 de Imf
1 0 -1 Y4 1 0 -1

rg3
Eliminando A1, A2 y A3 obtenemos las ecuaciones implicitas de la Imf.

1 0 2| 1 0 2 Y1 1 0 2 U1
-1 -1 -1 0o -1 -1 0 -1 1
Y2 N Y1+ Y2 N Y1+ Y2
0 2 =3y 0 2 -3 Y3 0 0 -3 —y1 + Ysa
1 0 —1|wya 0 0 —3|ys—w1 0 0 —1]|2y1+2y2+ys
1 0 2 Y1
0 -1 1 + Ecs. Imp.
— e = Ty1+6y2+3ys —ya =0
0 0 -3 —y1 + s de Imf
0 0 0|7y +6y2+3ys— v

b) Si T = L(1,1,-1,0),(0,1,1,2), calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas de f~1(T).

T1 +2T3 = i1
—T1— T2 — X3 = [+ H2

fﬁl(T) = {($1,$2,1’3)/f($1,1’2, Cﬂg) = :U‘1<1a 1; 7170)4»”2(07 13 1; 2)} =
209 — 3wy = —p11 + p2

r1 — I3 = 2#2

Eliminando los parametros p; y po en las ecuaciones anteriores, obtenemos las ecuaciones implicitas

de f~H(T).
1 0 T + 2x3 1 0 T, + 2x3 1 0 T, + 223
1 1 —T1 — T2 — X3 0 2 r1 — I3 0 2 X1 — I3
— —
-1 1 21‘2 — 31?3 0 1 —2131 — T2 — 3.173 0 0 —2.171 — X9 — 3.173 — mlgzs
0 2 1 — I3 0 1 CL’1+2ZL’2*£L’3 0 0 £L'1+21'271'37 5131551?3
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*5131 — 2582 — 5:63 =0 Ecs. Imp
1 +4x9 —x3 =0 de fﬁl(T)

Resolviendo el sistema homogéneo anterior obtenemos las ecuaciones paramétricas de f~1(7T).

P (P ) ) s = B = {(-11,5,9))
5 2 5 09 -5 \

r3 =

Por tanto {

1.1 Construccién de a.l. u Homomorfismos
Veamos que un homomorfismo queda perfectamente definido dadas las imagenes de los vectores de una base.

Teorema 1.7. Sean Vy W e.v. con B={é1,...,é,} base de Vy sea  {wh,...,w,} CW. Entonces, existe
~—_———

puede haber repeticién
una Unica a.l. u homomorfismo f:V — W tal que f(€;) = w; Vi=1...n.

Demostracion: Sea ¥ € V, ¥ = z1€1 + -+ + x,€,. Definimos f: V — w
Z = f(@) =xW 4+ +
Veamos que f estd bien definida, es decir es aplicacion, es lineal, verifica que f(€;) = W; y ademds es tnica.

e f estd bien definida ya que f(Z) dnico por la unicidad de las coordenadas.

e f homomorfismo: sean ¥,y € Vy o,8 € IK, ¥ =x1€1 + -+ + Xp€n, Y= Y1€1 + - + Yn€n
Ozf—i— 637: (Oéxl + 5111)51 +F (O‘xn + 6yn)gn = f(Olf'f‘ 5:’7) = (O‘xl + ﬁyl)wl +ee 4+ (O‘xn + Byn)u_;n =
a(x1Wy + -+ + T Wy) + BW1 + -+ + yuWy) = af (T) + Bf ().

o Ademds, f(€;) = f(0e1+---+ 1€+ -4+ 0&,) =0y + -+ + 1; + -+ -+ 0w, = W;, Vi =1,...,n.
e Unicidad: supongamos que existe g : V. — W a.l. tal que g(€;) = ;. Sea £ € V, & =x1€1 + -+ + xn€pn
= g(%) = g(w1€1 + - + 2p€,) = 19(€1) + -+ + Tpg(En) = T1W1 + -+ + TRWy = f(T)

L]
Veamos, mediante operaciones elementales, como saber si dados los transformados de un conjunto arbitrario
de vectores si estas transformaciones definen o no un homomorfismo, y en caso de definirlo si es tinico o no.

Sea V un e.v. con dimV=n, W un e.v. con dimW=m y sea f : V — W tal que {(Z1)=01,. . ..f(Zk)=0k.

(Es f homomorfismo?. Sea B base de V y B’ base de W. Sean (z;1, ..., Zi,) las coordenadas de Z; en B y sean
(Yi1, - - -, Yim) las coordenadas de 4; en B’, Vi=1,... k. Consideramos la siguiente matriz
T11 Tin | Y11 Yim
AIB)=| ... | o

Se verifica:
e Sirg(A) =rg(AB) =n = f homomorfismo tnico.

e Sirg(A) =rg(A|B) < n = existen infinitos homomorfismos tal que f(Z1)=%, ..., {(Zx)=Vk.
Para construir cualquiera de estos homomorfismos hacemos lo siguiente: del conjunto {Z,...,Zx} nos
quedamos con los que sean 1i. Sean {&y,...,Z.} 1li. y por el teorema de extensién de la base existen
Upt1ye - -, Up vectores de V tal que {&1,. . .., Upi1,. - .,0n } base de V. Ahora hacemos f(#1)=11, . . ., {(Z,) =g,

y f(Ur41),- . ,f(¥,) cualesquiera vectores de W.
e Sirg(A) < rg(A|B) = f NO homomorfismo.

Ejemplo 1.8. Averiguar si f : R3 — R? es un homomorfismo y en caso afirmativo, analizar si es monomor-

fismo, epimorfismo o isomorfismo.
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a) f(1,-1,0) = (2,1), f(0,-1,2) = (1,1), f(3,0,1) = (0,3)

1 -1 0
rg] 0 -1 2 | =3 = forman base =— f homomorfismo
3 0 1

Imf = L{(2,1),(1,1),(0,3)} = L{(2,1),(1,1)} =R?* = f Epimorfismo

ker f: Para encontrar los vectores de R3 que se transforman en el (0,0) tenemos que encontrar la imagen
de cualquier vector (z,y,z) € R3, y para ello necesitamos las coordenadas de cualquier (x,y,2) € R3
respecto de la base B = {(1,-1,0),(0,-1,2),(3,0,1)},

1 0 3|z 1 0 3 T
(2,9, 2) = M (L, —1,0)0422(0,—1,2)+X3(3,0,1) = | =1 -1 0|y | — | 0 =1 3| 24y
0 2 1]z 0 0 7|2x+4+2y+=z
A= 1(z — 6y — 3z)
=4 A=1i(-z—y+3z2)
A3 = 1(2z + 2y + 2)
= f(z,y,2) = f(A1(1,—-1,0)+ X2(0,—1,2) + X3(3,0,1)) = A1(2,1) + A2(1,1) + A3(0,3)

(;(x — 13y — 32), %(613 —y+ 32))

T =2«
— 13y —32=0 Biery ={(6,3,—11
= kerf : * ymoE = y=q«a — herf i ) = f No Monomorf.
6z —y+32=0 1 dimkerf =1
Z:_?Oé

b) f(1,-1,0) = (2,1), f(0,-1,2) = (1,1), f(1,-2,2) = (—1,4), f(3,0,1) = (0,3)

1 -1 0] 2 1 1 -1 0] 2 1
0 -1 2|1 1 0 -1 2 1
— = f(0,0,0) = (—4,2 0,0) = f No Homomorf.
s 0 1lo0 3 5 o 3 f(0,0,0) = (-4,2) #(0,0) = f
1 -2 2|-1 4 0 0| -4 2

Ejemplo 1.9. Estudiar si existen homomorfismos tales que:

a) f:P3(IR) — Po(IR) definida sobre B = {p;(z) = 1+ 22 +223,pa(2) = 14z, p3(z) = 1+23,ps(2) = v — 23}
como f(p1) =z —1, f(p2) = 1+ 322, f(p3) = 22, f(ps) = 1. Tomamos coordenadas respecto de las bases
usuales By, [g) = {1,z,2%, 23} y Bp,(IR) = {1,z,22}.

—> f NO homomorf.

o = W O

0
0 -1
1
0

\
—_
—
= o O =

0
1
0
0

o O o =
o O o =

0 1
10
0 0 1 0
10

S =

b) g:V — P2(IR) donde V = L{p1, p2,p3}, definida como g(p1) = 2z — 3, g(p2) = 2% — 1, g(p3) = 1 + .
21 -3 2 1
0}j—-1 0 1 — 0
1] 1 0

g  homomorf.

sobre V' tnico

— =
o = O
o O =

0
0 -1|-2 -1 1 |=
1
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¢) Extender la aplicacién obtenida en el apartado b), a una aplicacién lineal ¢’ : P3(IR) — Pa(IR) tal que
g (pi) =9(pi), i =1,2,3 y ker(¢') = L{z? + 2 + 1}.

{p1,p2,p3} L. — {p1,p2,p3, 0, =1+ + m2} base de P3(IR) ya que

Th. ext. de la base

= rango 4 = l.1.

— = = =

1
0
0
1

(= = V)
_ o O =

0 0
1 0 -1
0 1
1 1

—_
o o o
o o = o
o~ o o
I
—

0
1
0
1 -1

A continuacién, definimos ¢’ : P3(IR) — Po(IR) tal que ¢'(p1) = g(p1) = 22 — 3, ¢'(p2) = g(p2) = 2% — 1,
g (p3) =g(p3) =1+zy g (1 +z+2%) =0. Veamos cual es la imagen ¢'(p(r)) para cualquier polinomio
p(z) = ap + a1 + azx?® + azz® € P3(IR).

p(z) = ag + a1 + axx® 4+ azx® = A\ (1 + 2% +223) + Ao (1 +2) + A3(1 4+ 2%) + M (1 + 2 + 2?)

=AM+t +M)+F A+ )z + (A + )\4):152 + (2N + )\3):173

AM+X+ A3+ M =ag Ay =ag—ay+as —as
)\2—|—/\4:a1 /\3:2a0—2a1—a3

— =
)\1—1—)\4:(12 )\gz—a0+2a1—a2+a3
20\ + A3 =as A1 = —ag + a1+ a3

= ¢'(p(x)) = Mg’ (1+ 2% +22°) + dag/ (1 + ) + Aag/ (1 + 2°) + Aag' (1 + 2 + 27)
= (—ag + a1 + a3)(2x — 3) + (—ag + 241 — az + az)(z* — 1) + (2a0 — 2a; — az)(1 + z)

= (6ag — Tay + az — 5as) + azz + (ag — 2a; + ay — az)x?

1.2 Dimensién del Niicleo y la Imagen de una a.l.

Teorema 1.10. Sean Vy W e.v. condimV=ny f:V — W a.l. Se verifica que: dimV = dimkerf + dimlmf
Demostracién: Supongamos ker f # {6} y B={é1,...,€.} base de kerf = IB’={e1,...,&r,€11,...,En} base
de V. Vamos a demostrar que B"={f(€,4+1),..., f(€,)} base de Imf.

o B'={&,...,8E11,...,E} 5.8 de V. = f(B') = {0, f(€rs1),. .., f(€n)} s.g. de Imf = B” s.g.de Imf.

o a1 f(€a1)+ Fanfén) =0= flarst1€i1 + -+ n€n) =0 = @p116ry1 + -+ + apé, € kerf =
ar+1é},+1+~'+o¢né'n :a1€1+-~+aré}, = Oélé‘1+"'+0éré'rfoér+1€r+1 7"'7Oéné'n =0= (67 107

Vi=1,...,n. En particular 11 =0,...,a, =0y por tanto B” 1i.

Supongamos kerf = 0, sea B={¢1,...,&,} base de V y se demuestra que B'={f(&)),..., f(€,)} base de Imf (la

demostracién se hace de forma anéloga al caso anterior pero teniendo en cuenta que f(ai€1 + -+ + apé,) =0

:>a1€1+-~-+an€n:0).

Corolario 1.11. Sean V y W e.v. de dimension ny f : V — W al. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes: a) [ biyectiva b) f inyectiva c) f suprayectiva

2 Matriz de una a.l.

Sean V'y W e.v. de dimensién n y m respectivamente. Sea B={é1,...,&,} base de V y B’z{g’l, ol (;’m} base
de W. Sea f : V — W a.l. Dado un vector Z € V de coordenadas (1, ..., z,) respecto de B, vamos a construir
las coordenadas de f(&) respecto de B’ dadas las coordenados de f(€1),..., f(€,) respecto de B’. Supongamos
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y por otra parte

[(@) = f(mer + ...+ xn€,) = 21 f(€1) + ... + 20 f(En)

f(ﬂl) = alle_;l =+ ... —|—am16_;m
f(_'g) = a12e_;1 =+ ... +(Zm26_;m

f(én) = alne71 + ...+ amne7m

Por tanto

=11 =

xl(aug’l +...+am1‘e7m) +...+xn(a1ne71 +...+amne7m)

= (x1a11 —&—...—l—xnaln)e_;l + ...+ (z1am +...+xnamn)e7m = yle_;l —|—...—|—yme_7m

En consecuencia

Y1 = @111+ ...+ aipon
1 Y2 = G211 + ...+ A2pTn
Ym = Am1T1 + + GmnTn
En forma matricial nos queda
aiy ai2 Q1n
Y1 T
_ a21 422 Q2n
y x
m Am1 Am?2 Amn "
a11a12 ... A1n
. a21 021 ... A2p .
A la matriz M(f;B,B’) = se le llama matriz de la a.l. f respecto de B y B’.
m1 Am2 - .. Qmn

Por tanto, la matriz de una a.l. se construye poniendo por columnas las coordenadas de los transformados

de una base.

Ejemplo 2.1.

1. Sea G, : IR — IR? un giro en el plano de centro (0,0) y dngulo o (sentido positivo), se verifica que es

una a.l., ya que da igual primero girar los vectores y luego sumarlos que primero sumarlos y luego girar,

v lo mismo ocurre con el producto de un ntimero real por un vector. Vamos a obtener la matriz del giro

G, respecto de la base canénica de IR?.

G.(€1) = cosaé) + sena s cosa  —seno T
5 TN = TN o N N - Ga(xvy) =
Ga(€2) = cos(a+ §) €1 + sen(a + §) € = —sena €] + cosa € sena  cosa Y
M(Ga,Bc,Bc)

2. Sea Il = {(z,y,2)/z = 0}. La simetria, Si, en IR? respecto del plano II es una aplicacién lineal. La matriz

de Sty respecto de B, es la siguiente

St(e1) = €1, Su(€z) = €, Su(es) = —e3 = M (Sn, B, B.) =

LA estas ecuaciones se les llama ecuaciones de la a.l. f respecto de las bases B y B’.
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3. Sean II = {(x,y,2)/2 = 0} y r = {(2,y,2)/z = 0,y = 0} = R’

= II ® r. Obtener las matrices de las

proyecciones sobre Il y r respecto de la base canénica.

€Il er
(z,9,2) =(2,9,0) + (0,0,2) = pu: R  — Ry p,: lR3 — R
(,9,2) = (2,9,0) (z,y,2) = (0,0,2)
1 00
H(]-,O,O):(1,0,0),171"[(0,1,0):(071,0),pﬂ(07071) (O 0 O):>M(pH7B('7B 0 10
0 0 0
0 0 0
pr(l,0,0) = (anao)v pT(Ov 1a0) = (0,0,0), pr(0707 1) = (0a071) = M(pTchch) = 0 0 O
0 0 1
Supongamos la a.l. f: II — R? . Dar una base del plano II (Br) y obtener la matriz de f
§ =  f(§ =38

3
respecto de By y BgR . Tomamos como base del plano la siguiente

B ={(1,0,0),(0,1,0)} = M(f, B,

By

o O W
oS w O

4. Encontrar la matriz, respecto de las bases usuales en los correspondientes espacios vectoriales, de las

siguientes aplicaciones lineales

(a) f: Magpa(IR) — Mo, (IR) tal que f(A) = A (

Tomamos las bases usuales B = { (

(o)=L
(00)=(
(ra)=(
(n7)=(

Luego, M(f, B, B') = (

1
0

1
-1

) |

o) (o) ) betla ) ()
)5 )-(0)
)8
) )-(1)
D) (L) |
Sy (2)
1) ()
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0 0 O 0 0 0 O 0 ail Y1
1 0 -1 -1 1 0 -1 -1

Luego, M(g, B, B) = . g ) iz | _ | %2
00 1 0 az1 22 00 1 0 as1 Y3
0 0 1 0 0 1 1 a22 Ya

(c) h: P3(IR) — P3(IR) tal que h(1) = 22 + 1, h(z) = z + 2, h(2?) = 23 — 2, h(2®) = 1. Tomamos

como base usual de los polinomios B, = {1, x,z?, 23}.

1 2 0 1
01 -1 0
M(h, B,, B,) =
(A Be, Be) 10 0 0
0 0 0
1 2 0 1 aop
01 -1 0
p(@) € Pa(IR), p(x) = ao + a1 + aza® + asa® = h(p) = -
10 0 O as
00 1 O as
9 3 a a+b
(d) k:P3(IR) — Moo (IR) tal que k(a + bz + cx® + da?) = J )
c—d a-
1 1 0 1 0 0 0 0
k(1) = ,k(z) = k(2% = ck(2?) =
=g 1 )= (5 L )me=(0 0 )= (2 0
1 0 O a
1 1 0 b
Por tanto, M (k, B., B) = = k(p) = M(k, B., B)
0 0 1 -1 c
1 -1 0 O d

Veamos a continuacién como dada la matriz de una aplicacion lineal podemos construir el nicleo y la imagen
de dicha a.l. y conocer las dimensiones. Sean V y W e.v. de dimensién n y m respectivamente, B base de V y
B’ base de W. Sea f: V — W al. tal que A = M(f;B,B’).

o Sirg(A) = k = dimlmf=k y dimkerf=n-k (n=dimV).
e Sirg(A) = m = f suprayectiva.

e Sirg(A) = n = f inyectiva.

e Calculo del kerf: Tomamos (z1,...,%,) coordenadas de & € V respecto de B y resolvemos el sistema
X1 0

homogéneo A : =1 : (Ecuaciones implicitas del kerf respecto de B). Las soluciones
Tn ) 0

del sistema son las coordenadas respecto de B de los vectores del kerf.

e Calculo de la Imf: Nos quedamos con las columnas de A que son Li. y estas columnas son las coordenadas

respecto de B’ de los vectores de una base de la Imf.

Ejemplo 2.2.
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1. Obtener, a partir de la matriz de la aplicacién, el nicleo e imagen del homomorfismo f:P5(R)—> Moo (R)

b
tal que f(a + bx + cx? + dr®) = ¢ et
c—d a—b

(es el mismo homomorfismo que el dltimo visto en el

ejemplo anterior). Como ya hemos visto en el ejemplo 2.1 la matriz de esta aplicacién lineal respecto de

las bases usuales es,

1 0 0 O a

Ps(R) pMaur(R) 1 0 0 2, 13 Ps(®) pMam(®) | P
M(f,B.*™, B2 = 0 o0 1 _ = f(atbx+cx+dz®) = M(f, B, 3™, B2} .
1 -1 0 O d

e Imf: las columnas de la matriz M (f, BZD3(R), BMz22(R)) nos dan las coordenadas de los transformados

de una base = son las coordenadas de un sistema de generadores de Imf. Nos quedamos con las

columnas que sean Li.

rgM(f, BfS(R), BMQ”(R)) = 3 = hay tres columnas l.i.

Luego las ecuaciones paramétricas de la Imf, respecto de la base usual de las matrices 2x2, son

a 1 0 0
b 1 1 0 11 0 1 0 0
= )\1 +)\2 +)\3 - Blmf = ) )
c 0 0 1 0 1 0 -1 1 0
d 1 -1 0
1 0 0 O a 0 a=0
1 1 0 0 b 0 | Ecs. Implic. b=0 Ecs. Paramét.
o kerf: = =
0 0 1 -1 c 0 | de kerf c=\ dekerf
1 _1 O 0 d Bf3(w) O d == A

= Bkerf = {1‘2 + l‘S}
2. Sea f:R* — P2(R) la aplicacién lineal definida por f(a,b,c,d) = (a + b)z% + bx + (c — d).
e Calcular la matriz de la aplicacién con respecto a las bases usuales (BP2(®) = {1z, 22}).
£(1,0,0,0) = 2%, £(0,1,0,0) =2 +x, f(0,0,1,0) =1, f(0,0,0,1) = —1
01 -1
10 0
1 0 0

= M(f, B¥, BP>®) =

= o O

e Calcular ecuaciones implicitas de ker f especificando una base.

a
0 01 -1 a=0
b
01 0 = = b=0 jBkeer{(0,0,l,l)}
&
1 1 0 c=d
d

e Razonar si es monomorfismo o epimorfismo: kerf # {(0,0,0,0)} = f No Monomorfismo. Ademas,

por el teorema de la dimensién, como dimkerf = 1 se tiene que dimImf = 3 = f Epimorfismo.

3 Operaciones con a.l.

Proposicién 3.1. Sean Vy W e.v. sobre IK, By B’ basesde Vy Wysean f:V — W yg:V — W al.
= af+pPg:V—Wesal Vq/pb € Ky ademss, M(af+8¢;B,B’)=aM(f;B,B’)+5M(g;B,B’)

10
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Demostracion: Sea B = {€é},...,€,} base de Vy B’ ={é,...,é,,} base de W. Supongamos que
a1 ... Qip bi1 ... bin
My(B,B') =] : My(B,B') =
Am1 -+ Gmn b1 oo bmn
1 1 ! 2
coords. de coords. de coords. de coords. de
f(€1) en B’ £(&n) en B’ g(&1) en B’ 9(&n) en B’
aajr +Bbir ... aaip + Bbin
= aMy(B,B') + 8M,(B,B') = = Mayipy(B, B')
alm1 + Bbm1 ... QGmn + Bbmn
1 1
coords. de coords. de
af(81)+B9(e) en B af(8n)+Bg(E.) en B

Proposicién 3.2. Sean f: U — Vyg:V — W al, B, B'y B” bases de U, V y W respectivamente. Se
verifica que:

1. gof es a.l. y ademds, M(gof;B,B”) = M(g;B’,B”) M(f;B,B’)
2. Si f biyectiva = f~1 es a.l. de V en U y ademéds M(f~1;B’,B) = M(f;B,B") L.
Demostracion:

1. Sea B ={€1,...,€,} base de U, B = {¢},...,€,} basede Vy B = {€],...,€&,} base de W. Sea

al ... Qip bi1 ... bim
M¢(B, B') = : : y My(B',B") =
Am1 - Qmn bpr ... bpm
4 \ 4 \
f(e1)p f(En)pr g(€)pr 9(&,) o
Veamos como son las coordenadas de g o f(€1),...,g0 f(€,) respecto de B”,

g(f(&r) = glanéy + - +améy,) = ann(brie] + -+ bp1€y) + - + am1 (b1 + -+ + by €),)

= (a11bir + -+ amibim)el + -+ (@11bpr + -+ + amlbpm)é;,/

g(f(gn)) = g(alné'l + 4+ amné’m) = aln(bllgll +oeeet bplég) +oeee amn(blmgl/ +ee bpmé;)/)

= (alnbll +--+ amnblm)é‘l{ +--- 4+ (alnbpl +-- 4+ amnbpm)éw

P
Por tanto,
b11 bim an a1n
M,(B',B")M(B,B') = :
bpl e bpm Am1 oo Qmn
4 { 4 {
9(541)13” g(édm)B" f(€1)pr f(&n)p/

11
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bitair + -+ bim@m1 ... briain + o+ bimlmn
= = Mgoy(B, B")
bprair + -+ bpmm1 ... bprain + -+ bpmamn
] \J
9(f(€1) prr 9(£(&n))pr

2. f biyectiva <= 3If ' talque f~lof=1Idy, fof ' =Idy
1
— :M(IdU,B,B):M(fflof,B,B):M(ffl,B’,B)M(f,B,B')
1

nrn

— M(f~',B',B)=M(f,B,B)' = M(f,B,B") y M(f~!, B, B) son matrices cuadradas de orden n
Anslogamente I = M (Idy,B’',B") = M(fo f~',B',B") = M(f,B,B')M(f~', B, B).

Corolario 3.3. Sean Vy W e.v. de dimensién n; f: V — W Isomorfismo <= M(f;B,B’) Invertible V B,
B’ basesde Vy W «<— rg(M(f;B,B’)) =n V B, B’ basesde Vy W.

Ejemplo 3.4. Sea V espacio vectorial de dimensién 2, B = {e1,e2} base de V' y f y g aplicaciones lineales de
fler) = —3e1 + ez gler) =e1 + ez

fle2) =e1 —e2 gle2) = e

matriciales que definen a las aplicaciones lineales f, g, fog, go f, 2f% — 3g°.

M;(B,B) = o M,(B,B) = Y (B,B) = - N
AR NS T TS A N A fad>= =01 1)\ o) Lo 1
wamn=(10) (3 2)-(3)

2 2
M2f2,392(B,B) = 2( _13 _11 ) —3( 1 (1) ) = ( _1;11 _111 >

4 Cambio de base en un e.v.

V en V definidas por las ecuaciones: { Encontrar las ecuaciones

Sea V un e.v. de dimensién n y sean B={éy,...,é,} y B’:{Ql, . .,Qn} dos bases de V. Para todo & € V,

T=:1€6) + ...+ x,6,= x)e'1 + ... + 2} €e,,. Consideramos la aplicacién lineal

Id : A% — \%

F=x18 + ... +anén — il + .. talely =7

Su matriz sera

aii ain
MIEBB) = | oo
an1 Ann
coords. \I{dc CO(;erS. de
Id(e1) = é1 Id(e,) = én
en B’ en B’

siendo

12
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A la matriz M(1d,B,B’) le llamaremos matriz de cambio de base de B a B’ y la notaremos MC(B,B’)
o C(B,B).

Dadas las coordenadas (z1,...,2,) de un vector & €V respecto de la base B, las coordenadas (zf,...,z})

de Z respecto de B’ las obtendremos mediante la ecuaciéon matricial

:L-n B anl oo ann ‘,I:TL

A estas ecuaciones se les llama ecuaciones del cambio de base de B a B’.

Observacion: La matriz de un cambio de base siempre es Invertible, ya que es la matriz del isomorfismo
identidad, y su inversa es la matriz del cambio contrario, i.e. M(Id;B,B’)~'=M(Id;B’,B) (MC(B,B’)"! =
MC(B’,B)).

Ejemplo 4.1.

1. Calcular las matrices de cambio de base de By a By para las siguientes bases:

a) Bl = {81 = (1, —1),62 = (3, 1)}, BQ = {U1 = (1,0),’([;2 = (O, 1)}
MC(By, By) = ( b3 )
-1 1

b) Bl = {61 = (1,0,0),62 = (0,1,0),63 = (0,0, 1)}, BQ = {u1 = (2,3,4),U2 = (1,2,6),U3 = (1,3,5)}

-1

2 11 2 11 ) 8§ -1 -1
MC(B2,B1)=| 3 2 3 | = MC(B1,B)=| 3 2 3 =9 1 -2 1
4 6 5 4 6 5 -10 8 -1

2. En R3, dadas las bases B = {(1,-1,3),(0,1,-1),(0,3,-2)} y B’ = {(1,-2,3),(1,—1,1),(2,4,7)}, calcu-
lar las ecuaciones del cambio de base de B’ a B.
R® 4, R’ d, R® = Myq(B', B) = Mra(Be, B)M1a(B', Be) = Mya(B, Be) ™ Mya(B', B.)

—1

=] -1 1 3 -2 -1 4
3 -1 =2 3 1 7

Teorema 4.2. Sean Vy Wewv., f:V — W al, By y B/1 bases de V, y Bo y B'2 bases de W. Sea M(f;Bll,BIQ)
la matriz de f respecto de las bases B/1 y B/2. Entonces, se verifica que la matriz de f respecto de las bases By
y By es M(f;B1,B2)=MC(B;,B2) M(f;B),B;) MC(B1,B))

’

Bll f B2

A\ — W

ay T L ray =

By f Boy

v — W
M(f; B1,B2) = M(Idw o foldy;Bi, Ba)

= M(Idw; By, Bo)M(f; By, By)M (Idy; By, B))
= MC(By, Bo)M(f; By, By)MC(By, By)

Ejemplo 4.3. Sea f : R® — R? la aplicacién lineal que cumple: f(1,1,1) = (1,1,0), f(-1,1,1) = (0,0, 1),
f(=1,-2,1) = (0,0,0).

13
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a) Obtener la matriz de f respecto de la base canénica de R3.

Tomamos B = {(1,1,1),(=1,1,1), (=1, -2, 1)} que es base de R3 (tiene que serlo, si no f No perfectamente

1 0 0 1 -1 -1
definido). Por tanto, A= M;(B,B.)=| 1 0 0 | yMC(B,B)=]1 1 -2
0 1 0 1 1 1
B . B
rR® L. RS
we T f = My (B., B.) = Mf(B,BC)M[dRS (B.,B) = AMC(B., B) = AMC(B,BC)71 =
R3
Be
-1
1 0 0 1 -1 -1 1 0 0 ) 3 0 3 ) 3 0 3
= 1 0 0 1 1 =2 = 1 0 O 5 -3 2 1 :6 3 0 3
01 0 1 1 1 01 0 0o -2 2 -3 2 1

Observacion: El diagrama anterior también se puede escribir de la siguiente forma:

B ¥ B,
R3 —— R?
C<BC,B)T lcwc,Bc)

R} —— R3
B. f B

Luego M(B., B.) = MC(B., B.)M¢(B,B.)MC(B.,B) =1 AMC(B.,B) = AMC(B, B.) .
b) Obtener la matriz de f respecto de la base B = {(1,1,1),(-1,1,1), (-1,-2,1)}.

B Be
R® L, RS

i\ L, = M;(B,B)= M, (B, B)M;(B,B.) = MC(B,,B) A

RS
B
-1
1 -1 -1 1 0 0 1303 1 0 0 1330
=11 1 =2 100:6_321 100:6_110
1 1 1 01 0 0o -2 2 0 1 0 -2 2 0

Observacion: El diagrama anterior también se puede escribir de la siguiente forma:
B B,
R —L , R3
C(B,B)T lC(BC,B)
RS N R3
B f B

Luego M (B, B) = MC(B,, B)M{(B, B.)MC(B,B) = MC(B., B) Al = MC(B,B,)"* A.

Ejemplo 4.4. En R? sea el s.v. S = {(x,9,2)/z —y + 22 = 0}. Obtener las ecuaciones de la simetria
fs : R — R3 respecto del s.v. S. Si no se dice lo contrario las ecuaciones hay que darlas en la base canénica.

Tomamos una base de R3, B = {1, i, i3}, tal que @, 2 € Sy i3 perpendicular a S. Por tanto,

0
0
-1

o = O

1
f(ﬁl):a'lvf(ﬁQ):ﬁ27f(ﬁ3):_ﬁ3:>M(f57BvB): 0
0

14
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Sea B = {61 = (17 1a0)aﬁ2 = (05271)7123 = (1a _172)}7

B F B
R3 L5, RS
’dT l’d —> M(fs, Be, B.) = M(Ido fs o Id, B,, B,) = MC(B, B.)M(fs, B, B)MC(B,, B)

R} —— R3
B. fs Be

-1

1 10 0 1 1 N
= M(fs,Be;Be) = [ 1 2 —1 01 0 12 -1 =5 2 4 4
01 2 00 -1 1 2 4 4 -2

M(fS7ByBc)

1
= fs(z,y,2) = §(2x+y722,x+2y+2z,72z+2y—z)

5 Determinantes

Definicién 5.1. Sea A una matriz nan. Se llama menor de orden n — 1 al determinante de la submatriz de
A que se obtiene suprimiendo una fila y una columna de A. Notamos M;; al menor de orden n — 1 que resulta
al suprimir la fila ¢ y la columna j en A y llamamos adjunto del elemento a;; al nimero A;; = (—1)i+jMij ,
1<id,5<n.

< e s ail a2 . .
Definicién 5.2. Sea A= se define el determinante de la matriz A como,
a1 ag2
ailp a2
det(A) = = a11G22 — Q12021
a1 az2

Si A=(a;j)1<i,j<n €s una matriz nxn, ¥n > 2 se define el determinante de A como,

det(A) = Z a1 A1, (desarrollo por la fila 1)
k=1

Propiedades 5.3. Sea A una matriz nan:
i) Si todos los elementos de una fila (o columna) de A son cero, det(A) = 0.

ii) Si B es la matriz que resulta de multiplicar todos los elementos de una fila (0 una columna) de A por un
escalar A, det(B) = Adet(A).

iii) Si Ay,..., A, son las columnas de la matriz A y A; = B 4 C siendo B y C vectores columna nx1,
det(A',...,B+C,...,A") =det(A',... B,..., A") +det(A*,...,C,..., A™)
Anélogamente se verifica el resultado para filas.
iv) det(A?) = det(A).
v) Si B es la matriz obtenida permutando en A dos filas (o columnas), det(B) = —det(A).
vi) Si dos filas (o columnas) de A son iguales, det(A) = 0.

vii) Si B es la matriz que resulta de sumar a una fila (o columna) de A otra multiplicada por un escalar A,
det(B) = det(A).

viii) det(A) =31 aiAis =Y 1y ai; A, 1 <4,j <n (Desarrollo por la fila i 6 por la columna j).

15
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ailr a2 ais
Corolario 5.4. Sea A =| a9 a92 a9z | se verifica que el determinante de la matriz A es,

azi asz ass

a11  G12  a13
det(A) = | as1 ase as3 | = (@11022a33 + a21a13a32 + a12a23031) — (a31022a13 + A12021033 + A32023G11)

a3z1 asz a3z

Teorema 5.5. Una matriz A nxn es No Invertible (singular) si y sélo si det(A) = 0.

Proposicién 5.6. Sean A y B matrices nan se verifica que  det(AB) = det(A)det(B).

6 Diagonalizacion de Matrices y Endomorfismos

Sea A€ M,zn(IR). A € IR es autovalor o valor propio de A <= 37 € R", 7 # 0 tal que AT = AZ. Al
vector & le llamaremos autovector o vector propio asociado a .
Luego, buscamos & # 0 tal que AZ = AT <= (A—\I)& = 0 para algiin & # 0 <= El sistema (A—X)Z =0
tiene solucién distinta de la trivial <= rg(A — A\I) <n <= A — A es No invertible <= det(A — A\I) = 0.
Por tanto, los autovalores de la matriz A son las raices reales del polinomio p(\) = det(A — AI) = 0, llamado
Polinomio Caracteristico, y los autovectores asociados al autovalor A, son las soluciones No nulas del sistema

homogéneo (A — AI)Z = 0; es decir, los vectores No nulos del nticleo de la a.l. asociada a la matriz A — AJ
(fA—)J :IR" — IR tal que fA—AI(f) = (A — )\I)f )

Observacién: Si A€ M,,,,(IR) entonces p(\) = det(A — A\I) es un polinomio con coeficientes reales de grado

n en Ay por tanto a lo sumo tiene n raices reales.

Definicién 6.1. Al conjunto de todos los autovalores se llama Espectro de A y se nota o(A). Se llama
Subespacio Propio asociado al autovalor A a todos los autovectores asociados a A mas el 6; es decir, a las
soluciones del sistema homogéneo (A — XI)Z =0, Sy = {#/(A— )& =0} = kerfa_x; = ker(A — \I) es s.v.
de IR".
Teorema 6.2. Autovectores correspondientes a autovalores todos distintos son 1.i.
Demostracién: Supongamos Ag, ..., A, autovalores distintos (dos a dos) de la matriz A y sean Zy,...,Zpn,
autovectores asociados a A1,...,\,. Vamos a demostrar que el conjunto {Z1,...,&,,} es Li. por induccién
sobre m. Para m = 1 es trivial que {#1} es L.i. pues todo autovector es distinto de” Supongamos el resultado
cierto para m — 1, veamos que ocurre para m: sea 1 T1+ -+ QmTm = 0= Al @y + -+ + @) = 0

MTL 4+ 1 Am—1Tm—1 + CmAmTm = 0

0

al)\mfl +---+ amfl)\mfmfl + am)\mfm =

041(>\1 — /\m)fl 4+ 4+ O‘m—l()\m—l — )\m)fm—l = 6 = Otl()\l — >\m) = 0, ey am—1(>\m—1 — )\m) = 0

= como los ); son distintos, se tiene oy = 0,..., -1 =0 = ap@m =0 = o, =0
iT?L¢0
[

Por tanto, reuniendo bases de los subespacios propios obtendremos autovectores l.i., si conseguimos n ten-
dremos una base B*={é%;,...,e%,} de IR" formada por autovectores de A. Si tomamos P la matriz cuyas
columnas son €%, ..., €e%,, entonces P serd un cambio de base de B* a B, y se verifica que Aek;=\;e%*; para
todo i =1,...,n. Luego se verifica que

A1 0 A1 0
AP =P — P 'AP =

16
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siendo P una matriz invertible, ya que es la matriz de un cambio de base. De esta forma tenemos la siguiente

definicién de matriz diagonalizable.

Una Matriz cuadrada A€ M,,.,(IR) es diagonalizable <= existe una matriz P€ M., (IR) Invertible
tal que P~*AP es una matriz diagonal <= A tiene n autovalores (puede haber repeticiones) y asociados a

ellos podemos obtener n autovectores l.i.

3 0 2
Ejemplo 6.3. Sea A = 2 1 2 |. Calcular autovalores y autovectores de A. Comprobar que reuniendo
-1 0 0
las bases de los subespacios propios se puede obtener P invertible (matriz de cambio de base) tal que P~1AP
diagonal.
3—X 2 5
p(A) =det(A— M) =(1-)) ) \ =—A=-1)*(\=-2)=0(A) ={1,1,2}

z 0 2 0 2 T 0
Sye1 =S (w,y,2) eR3J(A-1D) | vy | =] 0 ={ (z,y,2) €R?/ 2 0 2 y | =10

z 0 -1 0 -1 z 0

={(z,y,2)/x = -z} = L{(1,0,-1),(0,1,0)} (dimensién de Sx—;=2)
1 0 T
r=-—2z
Sy—a:| 2 -1 2 y =10 :&{ ) = Sx=2 = L{(2,2,-1)}
= -2z
-1 0 =2 0 Y
1 0 2 1
Por tanto, P = 0 1 2 es tal que P"1AP = 1
-1 0 -1 2
3 0 2
Ejemplo 6.4. Sea A = 2 1 1 |. Calcular autovalores y autovectores de A. Observar que reuniendo
-1 0 0

las bases de los subespacios propios No obtenemos una base de IR*> = A No diagonalizable.

3—X 2
p(\) =det(A— X)) = (1—\) . \ =-(A-1\-2)=0(4) ={1,1,2}
2 0 2 T =0
Sx=1 2 0 1 =10 |=<X y=7 = Sa=1=L{(0,1,0)} (dimensién de Sy=1=1)

-1 0 -1 1 0 z=0

1 0 2 T 5

Sxr=2 2 -1 1 =10 |= { v 3Z = Sx=2 = L{(2,3,—1)} (dimensién de Sy=2=1)
y=—3z
-1 0 =2

Luego como las dimensiones de Sy—1 y Sh—2 son 1, reuniendo las bases de S\—1 y Sx—2 NO obtenemos una
base de todo R3.

Sea V un e.v. real con dimV=n; f:V — V un endomorfismo, B una base de V. En esta seccién vamos a
considerar siempre la matriz de f respecto de una misma base B en el espacio de partida y en el de llegada, es
decir M(f;B,B) y escribiremos M¢(B).

17
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Propiedades 6.5. El polinomio caracteristico de la matriz de un endomorfismo, respecto de cualquier base, es
siempre el mismo.
Demostracién: Sean B y B’ bases de V y sean M;(B) y M;(B') = M;(B') = C(B,B')M;(B)C(B’, B)

B
R

<w

< =
O — <
Ny

e
f

’

o)

Si P=C(B',B) = M;(B') = P~'M;(B)P. Luego el polinomio caracteristico de M(B’) es

p(M(B")) = det(M;(B') — M) = det(P~'M;(B)P — AP~ ' P) = det(P~")det(M(B))det(P)

1
= ———det(M¢(B))det(P) = det(M¢(B
e et M (B)det(P) = det(1 ()
]
Sea f : V — V un endomorfismo, B una base cualquiera de V.y M;(B). A € IR es autovalor o valor
propio de f <= 3% € V,Z # 0 tal que f(Z) = \@ <= (Identificando coordenadas respecto de B con
vectores) 37p € R",Tp # 0 tal que My (B)Zp = AZp . Al vector & € V le llamaremos autovector o vector

propio asociado a A.

Como consecuencia de la propiedad 6.5 los autovalores de un endomorfismo f son los mismos respecto
de cualquier base; es decir, o(f) = o(My(B)) con B={€1,...,€,} cualquier base de V; y para calcular los

autovectores resolveremos el sistema (M (B)—A)Zp = 0 cuyas soluciones No nulas son las coordenadas respecto

1
de B de los autovectores asociados a A\. Asi, S\ ={Z=z161+ - -+ x,6, € V/(Ms(B) = A)| =0}

B
De esta forma tenemos la siguiente definicién de endomorfismo diagonalizable.

Un Endomorfismo [ es diagonalizable <= 3 B*={&%;,...,€%,} base de V tal que M;(B*) es una
A1 0

matriz diagonal D= , es decir si existen B*={é%1,...,ex,} y {\,...,\n} C IR (puede haber
0 An

repeticiones) tal que f(€%;) = \;é%; Vi=1...n <= My(B), con B cualquier base de V, tiene n autovalores y

asociados a ellos n autovectores 1.i.

6.1 Algoritmo de Diagonalizacion

Sea V un e.v. real con dimV=n, f:V — V un endomorfismo y A=M;(B) con B base cualquiera de V. Para

diagonalizar seguiremos los siguientes pasos:

e Resolvemos la ecuacién p(A) = det(A — AI) = 0. Si alguna raiz es No real, entonces f (6 A) es No

diagonalizable.

e Para cada autovalor A\ (raiz real de p(\)) se obtiene el subespacio propio Sy resolviendo el sistema ho-
mogéneo (A — \I)Z = 0 y se comprueba que dimSy=ma()\) (ma(\)=multiplicidad de A como raiz del

polinomio p(A)). Si algin autovalor A No verifica esta condicién, f (6 A) es No diagonalizable.

e La base B* en la cual el endomorfismo es diagonalizable es la formada por la unién de las bases de los
subespacios propios y la matriz diagonal esta formada por los autovalores asociados a cada autovector de
la base B*, en el mismo orden. Asi, la matriz P tal que P~' AP es diagonal es aquella cuyas columnas son
las coordenadas respecto de B de los autovectores de la base B*, es decir la matriz del cambio de base; y

la diagonal son los autovalores en el mismo orden.

18
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Ejemplo 6.6. Diagonalizar, si es posible, los siguientes endomorfismos de R3:

1 -1 1
a) f(z,y,2) = (x —y+ 2,2y — z,2). Por tanto, M¢(B.) = | 0 2 -1 |,p(A) =(1=-X*A=-2) y
0 0 1

o(f) ={1,1,2}. Para cada autovalor A vamos a obtener el subespacio propio correspondiente.

-1 1 T 0
S| 01 —| o | =y=2=Bs_, ={(10.0)0.11)}
0 0 0
-1 -1 1 T
r=—y
Si=2: -1 y = 0 == { = Bgs,_, = {(1,-1,0)}
z =
-1 z

Por tanto, B = {(1,0,0),(0,1,1),(1,—1,0)} base de autovectores de forma que

100 10 1
MyB)=]10 1 0 |=P'MyB,)P con P=| 0 1 -1 | =MC(B,B.)
00 2 01 0
1 -1 3
b) f(z,y,2) =(x—y+3z,y—3z,—-2) = M(B)=| 0 1 =3 |, pA)=(1-X3*(-1-N),
0 0 -1
o(f)={1,1,-1}.
-1 3 T _ 0
Syx=1:]1 0 0 =3 y =10 :>{y—0 = Bs,_, = {(1,0,0)}
z =
-2

= dimSx=1 =1y ma(A =1) =2 = f No diagonalizable
Observacién: Sea A€ M,,..,(IR)
p(N)=(=1)"\" + (=1)" Hr(A)A" L + - 4 det(A)
Ademds si A1,..., A\, son las raices del polinomio p(\) se verifica que
tr(A)=A1+ -+ X\, =tr(P71AP) y det(A)= A1 ---\, =det(P71AP)

Por tanto, como el polinomio caracteristico de la matriz de un endomorfismo, respecto de cualquier base,
es siempre el mismo se tiene que, la traza y el determinante de la matriz de un endomorfismo, respecto de

cualquier base, son siempre los mismos. Es decir, son invariantes frente al cambio de base.

tr(A)=A1 + ...+ Ay = tr(P~TAP) y  det(A)= A\, = det(P~LAP)
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